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Richiami di teoria
Problema di Cauchy

e /| C R intervallo, limitato o no,
e YV CR,
oef:IxY—R

Dati tg € I, yo € )V si ha il problema di Cauchy

{y’(t) = (t, y(t))

y(to) = yo

con y definita e derivabile in un opportuno intorno /(ty) C I di to.

Problemi:

e condizioni sufficienti su f in modo che esista (e sia unica) una soluzione
y : 1(to) = R;

e determinare “quanto e grande” [(tp)
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Teorema di esistenza e unicita locale
SaA=1/x). Se

e f:A— R & continuasu A (1)

of : A— R e derivabile risp. a y su A

g :A— R e continuasu A
dy

allora per ogni (tp, y0) € A

36>03wu:[to—6,tg+06] = R diclasse C!

soluz. del problema di Cauchy
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Osservazioni:

- of
@ La condizione su dy

puo essere indebolita: sufficiente che

IL>0: |f(t,y1) — f(t,y2)| < Llyr — ye
V(t’yl)a (t»)’2) €A

cioé y — f(t,y) ha rapporto increment. limitato

@ unicita: ogni altra soluz. su [ty — 0, ty + J] coincide con u.
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e Se v :[tg— 6, tg+ d] — R risolve
y'(t) = f(t,y(1))
y(to) =y
i grafici di v e di v NON si intersecano mai:
u(t) < v(t) Yte[t—9, to+ ],

oppure
u(t) > v(t) Ytelto—0d,t+4].

Infatti, se esistesse t € [ty — 0, tp + J] con
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|
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e A
il prob. di Cauchy Yo T ]

/ —f , 7 f rr-
{y(t) (t,y(t)) +D_Jr g fgm .

y(t) =y

avrebbe DUE soluzioni localil!!
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e nelle ipotesi del teorema di esistenza e unicita locale, si pud prolungare
la soluzione, definendo I'intervallo massimale di esistenza

(Tmina Tmax)7
Tmax = sup{T : soluz. esiste in [ty, T|}
Twmin = inf{T : soluz. esiste in [T, to]}
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Teorema di esistenza globale

Sia
Y=R equindi A=/xR.
Se valgono
e le ipot. del teor. di esistenza e unicita locale,
e e inoltre

Jki, ke 202 |f(t,y)| S ki + kely|VEel, (2)

allora per ogni (to, yo) € A la soluzione del corrispondente problema di
Cauchy & definita su tutto /.

Osservazione: sufficiente che la (2) valga lungo la soluzione: se u &
soluzione locale su ( Tyin, Tmax) €

dki, ko > 0 : ’f(t, u(t))] < ki + kg’U(t)’ Vte (Tmina Tmax)7

allora
(Tmim Tmax) =1
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Strategia generale per dimostrare la limitatezza
delle soluzioni

o determinare le soluzioni stazionarie dell'equaz., cioé le funzioni
costanti
y(t)=c VteR
ove ¢ & uno zero, rispetto ad y, della funzione f(t,y), cioe
f(t,c)=0.
Chiaramente y(t) = c & soluz. dell’equaz., poiché

y'(t)=(c)=0=f(t,c) VteR

@ confrontare la soluzione locale con le soluz. stazionarie, ricordando il
teor. di 3! locale.
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Il teorema dell’asintoto

Se f : (a,+00) — R & derivabile e

3 lim f(t)=/€eR e

t—+o00
. / _ B
Elr—ll-Toof(t)_me[ 00, +00]

Allora m = 0.

Un analogo enunciato vale per una funzione derivabile

f:(—o0,b) =R

sostituendo ai limiti a +o00 i corrispondenti limiti a —ooc.
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Proprieta di parita/disparita
e Se
f(=t,y) = —f(t,y)
allora ogni soluzione del problema di Cauchy

{y' = f(t,y),
)/(0) =Yo

& pari, cioe y(t) = y(—t).
e Se
f(_t7y) = f(ta _y)

allora ogni soluzione del problema di Cauchy
y'=f£(t,y),
y(0) =0

& dispari, cioe y(—t) = —y(t).
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